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List Profesora

Ot6z, moja praca z Transaction of the American Mathematical Society wydru-
kowana w roku 1950, a zrobiona w zasadzie w latach 1939-42, zaczyna sie slowami
ycharakteryzacja przy pomocy wlasnosci topologicznych i metrycznych klasy funk-
cji ciaglych, majacych wszedzie pierwsza pochodna, nie jest znana”. Nie wazne tu,
czy charakteryzowadé funkcje ciagla, czy jej (na ogét w wielu punktach nieciagta) po-
chodna. Ja dazylem do charakteryzacji pochodnej wszedzie istniejacej. Przeciwnie
niz w przypadku funkcji analitycznych, tu trudniejsze sa funkcje nieograniczone, wiec
postawitem takie etapy: I — pochodna ograniczona, I — pochodna skonczona, III —
pochodna (w niektérych punktach) nieskoniczona — znany byl od dawna (ale chyba
> 1900) dowdd, ze tych ostatnich musi byé zbiér miary 0, wiecej, ma to miejsce bez
zalozen istnienia pochodnej (w innych punktach), a nawet nie potrzeba ciaglosci, zas
pochodna wystarczy rozwazaé¢ jednostronna: zbiér wszystkich punktéw, w ktorych
istnieje prawostronna pochodna nieskonczona dowolnej funkcji (nawet niemierzalnej)
jest miary Lebesgue’a 0.

Dla funkcji ciaglej Weierstrassa nigdzie nierézniczkowalnej, w kazdym punkcie
jedna pochodna Diniego = 400, inna —o0o, ale pochodne Diniego nie sa pochodnymi,
podobnie jak granica gérna i dolna ciagu nie sa (na ogétl) granica ciagu.

Jesli idzie o pochodna prawie wszedzie istniejaca (tj. z wyjatkiem zbioru punktéw
miary (£)0) problem jest latwiejszy i zostal rozwigzany w roku 1912 (a wydruko-
wany w 1915 czy 1916), w pracy doktorskiej Luzina po rosyjsku (,,Calka i szereg
trygonometryczny” ), co do nazwy — to réwniez za czaséw carskich doktorat byt w Ro-
sji IT stopniem naukowym, odpowiadajacym naszej habilitacji. Prace habilitacyjne sa
zreszta wszedzie rézne, nawet na tej samej uczelni — ta byla epokowa, nie z tym jed-
nym problemem, ponadto postawiono tam kilka innych probleméw, co najmniej jedna
hipoteza (ze szereg Fouriera funkcji calkowalnej z kwadratem jest zbiezny prawie wsze-
dzie), po przykladach Kolmogorowa z roku 1922 szeregu Fouriera funkcji catkowalnej
w I potedze, rozbieznego prawie wszedzie — drukowane w polskim czasopi$émie Fund.
Math. chyba w 1923 i takiegoz szeregu tez dla funkcji z L', rozbieznego wszedzie,
1926, druk. w C. R. Akademii Paryskiej w tymze roku, hipoteza Luzina stata sie
malo prawdopodobna. Tak wybitny specjalista w szeregach trygonometrycznych jak
Antoni Zygmund méwit w roku 1960, ze to na pewno jest falszywe, bo w L? typowa
jest zbieznosé w metryce L? (twierdzenie Riesza-Fischera 1904) a nie prawie wsze-
dzie. Mienszow podal przed 1936 przyktady ukladéw ortogonalnych ograniczonych
z rozbieznoécig pr. wsz. w L2, a Kolmogorow postawil wiecej niz hipoteze w 1926,
wydrukowana w 1927 w niemieckim czasopi$mie Mathematische Zeitschrift (w pracy
wspOlnej z Mienszowem), ze moze to byé nawet uklad trygonometryczny, ale od-
powiednio przestawiony. Mianowicie napisal, ze umie podaé¢ taki przyktad, ale nie
podal tam, ani nigdzie pézniej dowodu, ani funkcji — lub co réwnowazne, wspol-
czynnikdéw szeregu, ani sposobu przestawienia wyrazéw (permutacji w ciaggu nieskon-
czonym). Wielu matematykéw (rosyjskich, wegierskich, amerykanskich i zapewne in-
nych) prébowalo to zrobié, udalo mi sie to w roku 1960, moze po trzech tygodniach
pracy (i troche w 1954), ale przydala mi sie do tego wieloletnia bezskuteczna praca
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wlasnie nad hipoteza Luzina. W 1954, tez dod¢ szybko, zdawalo mi sie, ze mam zapewne
. . chodzi tu o tw.
konstrukcje, ale zauwazylem blad przed samym referatem na PTM, referat, co prawda, pani
. . . .. . , . . . G. C. Young,
zrobilem, ale z rzeczy calkiem innej i znanej, choé nie wszystkim uczestnikom — 0 tzw. zob. (a7, 17]
. . .. . .. . , . (podobny blad
twierdzeniu Younga o symetrii (dla dowolnej funkcji punktu na osi x o wartoéciach reazsjowy
. . N N wystepuje w
liczbowych, zbiory granic f(z,) prawostronnych, gdy x,, — x, x,, > x i lewostronnych, nicsmiertel-
. . . . . . . . nej” monografii
zn < x, sa identyczne i jedna z nich = f(z), czy wszedzie? Nie koniecznie, ale 7 [ss), gasic na
. . . , . .« . . . . . . str. 181
wyjatkiem zbioru x-éw najwyzej przeliczalnego — to lepiej niz miary 0. powinno byé
, . 1 17 171 c s . . . . »Twierdzenie
Skrécony, ale jasny dla specjalistéw dowdd, oczywiscie z funkcja i permutacja, denjoy-vouns-
. . . . . Saksa” oraz
zglositem w 1960 w C. R. Acad. Paris (drukuja w ciagu trzech tygodni, ale 1-5 stron, rwicrdsenic
Sierpinskiego-

anonsy bez dowodu lub bardzo skrocone dowody). Young”.
Profesorowi Zygmundowi, ktéry byl wtedy pare dni w Warszawie (stale mieszka zob- prace [58].
w Chicago), powiedziatem, ze od 1945 roku wierz¢ w hipoteze Luzina i nie wprawia
mnie w watpliwos$¢ prawdziwos¢ hipotezy Kolmogorowa, ze dla uktadu przestawionego
moze by¢ inaczej, a w normalnym porzadku 0,1, 2, 3,4, ... wladnie tak, jak przewi-
dywal Yuzin. Czego anons oglositem w 1961 roku tez w C. R. Acad. Paris, ale przed
zredagowaniem na czysto i zreferowaniem w Instytucie PAN w Warszawie u prof.
S. Mazura — zmart w listopadzie 1981 roku. W czasie redagowania znalaztem blad,
zawiadomilem Mazura, a ze note w C. R. juz wydrukowali, oglositem w Math. Reviews
za posrednictwem prof. Zygmunda, ze rozwiazania nie ma, omytka. Tym niemniej hi-
poteza Luzina okazala sie prawdziwa, udowodnil to w roku 1966 szwedzki matematyk zob. prace [15].
L. Carleson, chyba z 10 lat mtodszy ode mnie. Pracowal podobno ok. 7 lat w dobrych
warunkach — na amerykanskim stypendium na Uniwersytecie Stanforda w Kalifornii.
Mial jeden z gléwnych referatéw na miedzynarodowym Kongresie w Moskwie w 1966,
przewodniczyt na tym referacie Kolmogorow. Sam Yuzin nie dozyl dowodu swojej
hipotezy, zmart w Moskwie 28 lutego 1950.
A oto wynik Luzina (udowodniony konstrukcyjnie w wyzej wymienionej jego pra-
cy — zrobiono przedruk w 1950 roku z réznymi komentarzami i pracami autoréw da- zob. prace [39].
jacych rozwiazania niektérych probleméw Fuzina lub podobnych; mialem te ksiazke,
ale zgineta w czasie przeprowadzki do Gliwic w 1970 roku).

Na to, aby g(x) byta prawie wszedzie pochodng funkcji cigglej potrzeba i wystarcza, powsa reso vw.
aby g(x) byla mierzalna (L) i prawie wszedzie skoticzona. et

monografii [14].

Jednak owej funkcji ciaglej Luzin nie nazywa pierwotna czy catka nieoznaczona

funkcji g. Bo jest wysoki stopien nieoznaczono$ci — rézne funkcje ,pierwotne” nie pierwszy
Lo . . . . 5 . .. przyklad
réznia sie o stala. Wprawdzie jedna z ,,pierwotnych” konstruuje, ale to wcale nie jest funkeji,
. . . . . .o . . ktérych réznica
jednoznaczne. Korzysta w tym ze swojego twierdzenia, ze dla funkcji mierzalnej na nie jeat stata
. . . . ., . . s . . . .. .o ;. na danym
odcinku istnieje zbiér domkniety miary réznigcej sie o mniej niz € od dhugodci tego precdsiale, ale
. e . s o . . ;2 z . . majacych
odcinka (ale oczywiscie na og6l mniejsza niz ta dlugosé), na ktérym f jest relatywnie wsicdsic w tym
. . . . s s . . . zedzial
ciagla; mozna, opuszczajac punkty izolowane, méwié, ze jest to zbiér doskonaly, to rewne
. . . . ochodne
jest domkniety i w sobie gesty. podal Hans
. . . . . . . , . Hahn [27]. Inn;
Kto$ referowat ten wynik na moim seminarium na Uniwersytecie L6dzkim, tym preyiiad takich
funkcji podal

niemniej niewiele pamigtam i jeslibym nawet potrafit zrekonstruowaé funkcje ,,pier- s. ruziewics
5 . . . .. . . . . 1. (zob. [45, 46]).

wotna” Fuzina, to zajeloby mi to ze trzy miesiace czasu solidnej roboty. Idzie to jaki-

mis$ funkcjami okreslanymi na zbiorach podobnych do zbioru Cantora, ale dodatniej

miary. Konieczno$¢ tych warunkéw jest wzglednie tatwa: prawie wszedzie skonczona,

bo pochodna, jak wyzej zaznaczytem, moze by¢ +oo lub —oo tylko na zbiorze miary 0.
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A mierzalno$¢ p.w. pochodnej funkcji ciaglej (a nawet kazdej z czterech pochodnych
Chodai Diniego) udowadnia si¢ do$¢ latwo, chyba nawet bez zalozenia ciaglosci, pisatem cos$
prace (57, 0 tym w Roczniku PTM (Annales) w roku 1952, ale niezbyt pamigtam co, byto to
zapewne wtedy nowe. Przy okazji: jesli nawet pochodna istnieje wszedzie, to gdy np.
jest = 400 na zbiorze mocy continuum tréudno (czemu bylo 6, chyba z pospiechu,
wprawdzie ortografii nie szanuje, ale i nie zwalczam) méwié o funkcji pierwotnej, np.
dosé tatwo jest zrobi¢ dwie funkcje ciaglte, majace wszedzie réwne pochodne, skoniczo-
ne poza zbiorem Cantora, +0o0 na zbiorze Cantora, nierézniace si¢ o stata. Wszelkie
uogdlnienia funkeji pierwotnej, np. w drugiej potowie ,,Zarysu teorii catki” Saksa [47]

Wersja (wydanie polskie 1930, francuskie — przeklad, rézniacy sie tylko jednym rozdzialem
angielska 4 , N N N . . o . .
monografii w samym Srodku, za$ angielskie, chyba z 1937 zupelnie inne i obszerniejsze, niezna-
Saksa to [47]. . oo s . . . . . . .
Profesor ne mi blizej, bo nie znam angielskiego), zakladaja zawsze, ze pochodna jest niemal
Zahorski . , . . . . . . . . .
odwotuje sic tu Wszedzie skoficzona, to jest z wyjatkiem zbioru co najwyzej przeliczalnego, a prawie
oczywiscie do . . . . . 7 . . . 3 .

polakicj wszedzie znaczy z wyjatkiem zbioru miary 0 — ktéry jak wiadomo moze by¢ nieprze-
wersji [48] tej . . . . . . .
keigdki. liczalny, a nawet mocy continuum. Nie dlatego, zeby pochodna musiata by¢ niemal

wszedzie skonczona, jak widaé¢ ze wspomnianego przyktadu ze zbiorem Cantora, lecz
dlatego, ze inaczej trudno mowié o funkcjach pierwotnych réznigcych sie o stala, jest
to warunek wystarczajacy, a mniej krepujacego nie znam.

Przy tym gdy pochodna jest ograniczona, do znalezienia funkcji pierwotnej wystar-
cza calka Lebesgue’a. Nawet gdy pochodna nie istnieje na zbiorze mocy continuum,;
trzeba tylko, aby istniala prawie wszedzie, bo funkcja spelniajaca warunek Lipschitza
— nawet mocniej, réznica dwoch funkeji monotonicznych — cigglych lub nie — ma pra-
wie wszedzie pochodna skoficzong catkowalna (£), choé ta catka (jako funkcja gérnej
granicy) na og6! rézni sie od funkcji rézniczkowalnej o dwa sktadniki — tzw. funkcje
nieciaglosci — tu sa one I rodzaju i tylko dla takich sie jg okresla, oraz — nawet gdy
jest ciagla, o tzw. funkcje osobliwosci. Dopiero gdy jest absolutnie ciagla (nie cho-
dzi o |f|, choé¢ gdy f jest absolutnie ciagla, to |f]| tez), to funkcja osobliwosci jest
= 0 dla kazdego x. Ale funkcje Lipschitza sg absolutnie ciggle, a catka funkcji mie-
rzalnej ograniczonej oczywiscie spelnia warunek Lipschitza, przy tym kazda funkcja
mierzalna ograniczona jest catkowalna (£) (po odcinkach dlugosci skoficzonej), wige
tez wszystko sie zgadza.

Niektore funkcje nieograniczone tez sa catkowalne (L), oczywiscie sposréd funkeji
mierzalnych (£) i zawsze, obojetnie czy f jest ograniczona czy nie, a nawet dla funkeji
nieskoniczonych na zbiorze mocy continuum i miary 0 (gdyby byt miary > 0, to catka

L nie istnieje), jest % J ft)dt = f(x) prawie wszedzie. Calki (£) dotyczy pierwsza

a
polowa wyzej wym. ,Zarysu teorii catki” Saksa. Druga potowa dotyczy calek znacz-
nie ogdlniejszych niz Lebesgue’a, mianowicie Perrona i Denjoy. Bo niestety, gdy f’(x)
jest nieograniczona, nawet wszedzie istniejaca i wszedzie skoficzona (oczywiscie mie-

rzalna) moze nie by¢ calkowalna (£). Wtedy, z calek oznaczonych [ f/(t)dt = F(z),

rozwigzuje sprawe dopiero wyzsza catka Denjoy, rownowazna calce Perrona, czego
dowdd jest w II potowie Zarysu Saksa. Calki te byly zdefiniowane nie tylko niezalez-
nie, ale zupelnie inaczej i dopiero pézniej inni autorzy udowodnili dwa twierdzenia —
chyba I, Ze definicja (wezsza) Denjoy obejmuje calke Perrona, a IT — Ze i na odwrét.
Definicje opisowe Denjoy sa podobne do opisowej definicji Lebesgue’a, z ta roznica
ze zamiast pojecia funkcji absolutnie ciaglej, AC, uzywa siec ACG (abs. ciagle uogél-
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nione) w definicji wezszej calki D, zas ACG* (abs. ciagle uog. w sensie szerszym)
w definicji szerszej catki D*. W definicji D uzywa sie pochodnej aproksymatywnej,
dla D* — zwyklej (dla * ,powinno” by¢ bardziej udziwnione, ale tutaj jest tradycyjnie
na odwrdt). Definicja opisowa jest jednak nie wiele warta bez konstruktywnej, bo nie
gwarantuje istnienia rzeczy definiowanych, a ta jest dla calek D i D* ,przerazajaca”,
sa to wlasciwie konstrukcje calek coraz wyzszych klas porzadkowych skoniczonych lub
przeliczalnych (podobnie jak hierarchia funkcji Baire’a i zbioréw Borela) wychodzac
od calki Lebesgue’a jako nr 0. Otdéz przejscia do wyzszych klas odbywaja sie przy
pomocy 1) procesu Cauchy’ego — robienia catek niewltadciwych dla punktéw izolowa-
nych. Wiadomo, ze catka £ obejmuje catke R. Ale tylko wlasciwa, lub niewltasciwa
bezwglednie zbiezna. Warunkowo zbiezna caltka niewlasciwa R wychodzi poza caltke
L (ale miesci sie w I klasie catek D); 2) procesu Harnacka — ktéry wole pominaé,
wtedy, kiedy przeszkadza calkowalnosci w nizszej klasie zbiér doskonaly nigdziegesty,
taki ze w przedzialach jego dopelnienia catkowalno$é jest, a w calym odcinku (z nich
zlozonym plus 6w zbidér nigdziegesty) — nie ma. Ale po samym tym zbiorze tez jest.
Perron obszedl to zupelnie inaczej, przez tzw. funkcje zwyzszajace i znizajace, chy-
ba co$ analogicznego jest w rownaniach rézniczkowych zwyczajnych, ktorymi sie tez
zajmowal, zreszta szukanie funkcji pierwotnej jest najprostszym rownaniem réznicz-
kowym — tyle ze tam nie brak innych komplikacji, wiec aby nie bylo ich za duzo,
zakltada sie ciagtosé pochodnej, nietadnie powiedziane, szuka si¢ rozwigzan o klasie
C1, z pochodny ciagla.

Rosjanie nazywaja szersza catke Denjoy calka Chinczina, ktéry podal taka definicje
niemal jednoczesnie, ok. 1916. W pisowni zagranicznej figuruje on jako Khintchine,
diabli wiedza jakiej narodowosci, kiedy to zwyczajnie XuHuuH. Ale nie wiem, czy
znaczenie stowa jest takie samo jak po polsku, bo po rosyjsku chinczyk to kitajec.

Calki Perrona i Denjoy (wezsza) stuza nie tylko do szukania funkcji pierwotnych
dla pochodnych istniejacych wszedzie, lub (w klasie ACG) prawie wszedzie, zreszta
istnieja funkcje mierzalne niecatkowalne nawet w sensie Denjoy szerszym, lecz do

x
szukania calek oznaczonych funkcji catkowalnych w tym sensie, przy tym % J ft)dt =
a

f(x) prawie wszedzie dla calki wezszej, % apr. dla szerszej, obie daja dla [ f(t)dt =

a
F(z) zwykla ciaglo$é wzgledem x, a nawet wiecej — ACG lub ACG*. Calka Denjoy
szersza daje pierwotna od pochodnej aproksymatywnej, co lepiej pomingé.
Nawiasem moéwiac, Denjoy zdefiniowal pewna calke oznaczong wychodzaca poza
D i D* specjalnie dla szeregéw trygonometrycznych. Definicji tej nie znam, nigdy jej
nie widzialem i watpie, czy potrafilbym rozwiazaé ten problem (ktéry byé moze ma
wiecej niz jedno rozwigzanie — np. czy kazda definicja szersza bylaby dobra, wezsza
raczej nie, ale i to watpliwe). O problemie tym wspomina i Luzin w swojej pracy
doktorskiej, ale go nie rozwiazal i moze — nie pamietam — szkicowo tylko sprecyzowal.
Chodzi o to: -
Zal6ézmy, ze szereg trygonometryczny % + - (an cosnx + b, sinnx) jest wszedzie
n=1
zbiezny do funkcji skonczonej f(x), oczywiscie I kl. Baire’a. Wedlug twierdzenia do-
wiedzionego jeszcze przez Cantora w 1870 roku, wspélczynniki a,, b, sa okreélone
jednoznacznie przez funkcje f (Scislej Cantor dowiddl, ze gdy f(x) = 0 dla kazdego «,
to wszystkie ay, b, = 0, co oczywiscie réwnowazne — ale dowdd cho¢ tzw. elementarny
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Autorem owyeh i€ jest zbyt tatwy — jest on np. w ,,Zasadach rachunku rézniczkowego i catkowego”
Gomara " S. Kowalewskiego, Niemca, w przektadzie I. Rolifiskiego. Gdy w roku 1928 w VII kla-
(%7aaes0).  sie podstawéwki czytatem Kowalewskiego, nie wiedzialem ze nieboszezyka Rolinskiego
punkia - poznam osobiscie po roku 1948, w Lodzi; byl to zastuzony nauczyciel szkét §rednich
petnimyen i popularyzator, oraz jak widaé¢ ttumacz, po wojnie prof. Wyz. Szk. Pedag., a po przy-
taczeniu jej do Uniw. Lodzkiego rowniez prof. U.L., wlasnych wynikéw nie miatl, ale
byl to calkiem fajny gos¢, zréwnowazony, madry, z humorem i tzw. dobrymi manie-
rami, nie despotyczny wzgledem studentéw i pracownikow nizszej rangi, no i szwagier
6wcezesnego biskupa 16dzkiego Rozwadowskiego). Problem: jak zdefiniowaé calke, aby
wspotezynniki a,,, b, dawaly sie wyznaczy¢ znanymi wzorami Eulera-Fouriera z catka
wedlug tej definicji?
Zob. takie Po Cantorze uogdlniano to twierdzenie o jednoznacznosci, najpierw gdy wiadomo,
Patormacii wa- Z€ f () = 0z wyjatkiem zbioru najwyzej przeliczalnego, ze nie mozna bylo rezygnowacé
peImIMAYER e zbioru miary > 0 to jasne, ale przy zbiorach miary 0 wyszly klopoty — dla jednych,
tzw. U, twierdzenie byto prawdziwe, dla innych, M, falszywe.
Co do zbioréw Szereg prac o zbiorach U (unicite — jednoznacznosé) i M napisali A. Rajchman,
propomuiens doc. Uniw. Warsz., zabity w Dachau chyba w 1941, Zygmund, pani N. Bari, Rosjanka
zagladnaé do . . . .
(59, 9] oraz O francuskim czy wloskim nazwisku, autorka monografii o szeregach tryg. konkuren-
Ei’icjc cyjnej z monografia Zygmunda, ale po rosyjsku — nie wiem, czy amerykanie ja prze-
ke tlumaczyli, sama autorka w roku 1961, majac lat 60 i prawie niewidoma, ale czesto
zob. [9]. chcaca chodzié bez prowadzenia, w czasie Zjazdu Matem. (krajowego) w Leningradzie
wlazta pod tramwaj czy pociag elektryczny, no i przede wszystkim Mienszow, chyba
jeszcze zyje, ale lat ma co najmniej 85.
Wiadomo, ze gdy f jest calkowalna (L), to wspdlezynniki wyrazaja sie calkami
(L), wiec w szczegblnosci gdy catkowalna (R) — calkami (R). Ale co bedzie, gdy f
nie jest calkowalna (R)? Denjoy podal ok. 1923 roku potrzebna tu definicje calki
(i udowodnil wzory). Czy dotycza one i wyjatku przeliczalnie wielu punktéw — nie
wiem, a nieprzeliczalne grozityby czym$ gorszym moze niz zbiory M, co nie znaczy ze
nie trzeba prébowac. Przypuszczam, ze do dzi$ nie jest znana charakteryzacja zbioréw
U (miary 0) lub co réwnoznaczne, zbioréw M miary 0, sam si¢ ta problematyka nie
zajmowaltem.
Zob. punkt 2 Sam Euler swoje wzory udowadnial, ale gruntownie btednie, o co nie mozna mieé
penime pretensji, ani nie bylo porzadnej definicji calki, a nawet pochodnej (= iloraz ,nieskon-
czenie malych” przyrostéw, méwiono wtedy, nie stosujac pojecia granicy) ani wystar-
czajaco szerokiego pojecia funkeji (wprowadzil je Dirichlet w 1837 roku i podobno
jednoczesnie Lobaczewski) — pierwsza porzadna definicje catki oznaczonej podat Cau-
chy i to tylko dla funkcji ciaglych, po roku 1800, a Riemann przeniést ja ok 1850 na te
funkcje nieciaggle, dla ktérych sie da stosowaé, od czaséw Lebesgue’a scharakteryzowa-
nych jako ograniczone i prawie wszedzie ciagle. Euler byt $cisty w pracach z teorii liczb

calkowitych, za$ w analizie, wtedy z koniecznoéci niescisltej, zrobil bardzo duzo i mial

Bardzo nosa — uzyskiwal wyniki na ogét poprawne mimo nieécistosci, pierwszorzedna intuicja.
dob i s e . , T

nawinzaniami  Wobec blednogci jego dowodu teoria szeregéw tryg. poszta w 2 kierunkach: 1) rezygna-
do historii . . . .« . . . « wn

swereatw cja z dowodu, co mozna poprawnie zrobié¢ przez przeniesienie do definicji: szereg z tak

Fouriera i . . . ’ . . . .
sagadmicnia  Obliczanymi przy pomocy funkcji f wspoélczynnikami nazywany szeregiem Fouriera
. pierwszeri- ST

dtwa” sa prace funkeji f (tradycyjnie nazwy bywaja niestuszne; szeregi Fouriera wprowadzil ten au-
(281220990 4 0r w1822 w ksiazce o réwnaniu przewodnictwa ciepla (czastkowym), d’Alembert
przed 1800 rozwazajac (tez rézniczkowe czastkowe) réwnanie drgan struny, zas Euler
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ok. 1750 rozwazajac zjawisko okresowe np. astronomiczne; czyli Euler najwczeéniej,
Fourier najpdzniej), nie troszczac sie (jak chcial Euler), czy jest zbiezny i to wladnie
do f. Nie oznacza to wykrecenia sie sianem od problemu, tylko przenosi sie on gdzie
indziej — péZniej mozna badaé, czy jest on zbiezny do f i nawet jesli nie, to jak z niego
znalezé f —np. okazalo sie (dowdd Lebesgue’a), ze tzw. pierwsze Srednie arytmetyczne
sum cze$ciowych daza prawie wszedzie do f i to w L' — wczedniej Fejer udowodnil
to w punktach ciagtosci, i jednostajna zbieznos¢ I srednich na calej osi x, gdy f jest
wszedzie ciagla i okresowa z okresem 27; obydwa te twierdzenia nalezg do analizy
elementarnej, rzecz w tym, ze funkcja z L' moze nie mie¢ ani jednego punktu cigglto-
$ci, ale prawie wszystkie punkty sa jej tzw. punktami Lebesgue’a — definicje pomijam
i w nich wladnie jest ta zbieznoéé. W L? ma miejsce (dla kazdego rozwiniecia orto-
gonalnego, nie tylko tryg.) zbiezno$¢ w sensie odleglosci catkowej — 0, tj. w metryce
przestrzeni Hilberta L2, wtedy wprawdzie ciag sum czesciowych jest tylko zbiezny wg
miary (def. pomijam), a nie prawie wszedzie, ale mozna z niego wyjaé¢ podciag zbiezny
prawie wszedzie — w ukladzie tryg. bylo dawno wiadomo, ze wystarczy tu San, teraz

(od 1966) wiadomo, ze ...sam S,, tj. caly ciag S. Chodzi tu
. . . s . . N N s+ O nik
Drugi kierunek poszed! w strone jednoznacznosci. Przeciez Riemann zrobit wtasci- 1. "Carteso-
[18]. Wigcej

wie poprawny dowod twierdzenia Eulera i to dla najprostszej funkcji, réwnej wszedzie informacii
0, bo nawet dla takiej brakowato i ten Eulera bylby i tu btedny. Ostatnie stowo dotad w (ze] (zzl[?bl.czc
réwniez [10, 11,

stanowi wspomniana praca Denjoy. On sam zmarl niedawno w wieku lat 90, ostatnio 26, 22)).
widziatem go w Bulgarii (Warna) w 1967.

Teraz znéw powrdt do wlasciwego tematu. Ot6z w wymienionej na poczatku xiasy my
pracy [56] zdefiniowalem 6 klas zbioréw My, k = 0,1,...,5 i 5 klas funkcji My, xﬁciv;i?ﬁtj?’
k = 1,2,...,5, oraz klase J = funkcje I kl. Baire’a przechodzace w kazdym prze- lélfﬁgfgiicg?;
dziale przez wszystkie wartosci posrednie, co nazywa sie wlasnoécia Darboux. Majg zanersi: wiyi
. . . . . . . . . . litery M (odp.
ja (analiza elementarna) wszystkie funkcje ciagle, ale nie tylko — maja ja i funkcje ) od inicjatu

imienia swojej

aproksymatywnie ciggle, tez nie tylko — réwniez pochodne istniejace wszedzie, nawet swezesnej
jedli nie sg apr. ciagle. Dla pochodnych dowdd jest latwy. Wystarczy dowieéé, ze gdy Z:;‘:ﬁ"‘
f'(a) >0, f'(b) < 0, (lub odwrotnie), a < b, to istnieje £ € (a,b), ze f'(£) = 0. Zupel- wykorzystanic

wlasnosci

na analogia z twierdzeniem Rolle’a, dziwne ze wiele podrecznikéw anal. elementarnej Darboux dia

pochodnych

to pomija. W rozwazanym przypadku wzia¢ max absolutne f w [a, b], nie moze by¢ =nalei¢ moina

w pracy [54].

przyjete ani w a, ani w b, wiec w & wewnatrz. Ale wtedy f'(£) = 0 (czesto nazy- Ot

udowodniono

wane twierdzeniem Fermata w analizie — oczywiscie jego twierdzenie, ze kazda liczba tam .xéwno-

waznosc”

naturalna jest suma co najwyzej czterech kwadratow liczb naturalnych jest duzo efek- fundamentalne-

go twierdzenia

towniejsze). W przypadku gdy odwrotnie, nalezy rozwazaé¢ minimum absolutne. rachunku

calkowego oraz

Réwnie latwe jest nalezenie do I kl. Baire’a. Gdy f'(z) istnieje wszedzie, to twierdzenia

Lagrange’a o
f'(@) = lim n(f(e+1)=f(2)), a fankeje fu(w) = n(f(2+2) = (@) sa, pray kazdym yioic
ustalonym n, ciggte. Te dwie konieczne wtasnosci pochodnej istniejacej wszedzie byty
oczywiscie od dawna znane. Lebesgue podal bardzo prosty przyktad, ze one nie cha-
1 dlaz=0 _JO0 dlaxz=0
sind dlaz#0’ 9(w) = {sin% dlaz #0
obie sa I kl. Baire’a z wlasnosécia Darboux, gdyby wiec byly pochodnymi (i to jak
ldlaz =0
Odlax#0
co niemozliwe, bo nie ma wlasnoéci Darboux. A wiec f, lub g, (lub obie) nie jest
pochodna. Funkcja f — g € I kl., co musi oczywidcie mie¢ miejsce. Przyklad ten za-
cytowalem, bo w dalszym ciagu jego niewielkie modyfikacje stuza mi do innych (tez

rakteryzuja pochodnej: funkcje f(z) = {

widaé¢ ograniczonymi), to pochodna bylaby tez funkcja f(x) — g(z) = {
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tatwych) kontrprzykladéw. Bezposredni dowéd, ze f nie jest pochodna, bylby nie-
wiele trudniejszy, ale po co. Otéz znane jest od dawna niezbyt trudne twierdzenie,
ze [ € Ikl gdy dla kazdego a € R zbiory {z : f(z) > a} i {z : f(z) < a} sa
klasy F,. Nawet wystarczy to wiedzie¢ dla gestego na osi y zbioru wartosci a, choéby
przeliczalnego. Dlatego zbiory wszystkich moich klas naleza do klasy F,, zbiér pusty
zaliczam do nich wszystkich, aby nie robi¢ wyjatkéw (nie mozna zaprzeczy¢, ze nie
nalezy, tzw. prawdziwo$¢ w sposéb pusty). Niebanalna jest definicja, dopiero gdy zbiér
jest niepusty. Jest Mg D M; D Mz D M3 D My D M5 i wszystkie te zawierania
oznaczaja czes¢ wlasciwa (co podaje przed definicja, ale uzasadni¢ mozna dopiero po
definicji). Def. E € My, gdy kazdy punkt = € E jest obustronnym punktem skupie-
nia dla F; E € My, gdy kazdy z € E jest obustronnym punktem kondensacji dla
E, tj. w kazdym jednostronnym sasiedztwie z, (z — §,z) oraz (z,z + J), § > 0 lezy
nieprzeliczalna czes$é zbioru E (tj. mocy continuum, bo to zbiér Borela); E € Ma,
gdy owa czeéé ma miare > 0; E € Mg (mozna prosciej, ale zrobione tak, zeby ujaé
i My, gdzie nie da sie uniknaé¢ komplikacji — czy bede pamietal te kilka kwantyfika-
toréow, choé¢ sam wymy$litem ten warunek, to watpliwe, a nie chce mi sie i$¢ do szafy
po odbitke, ale sprébuje bez odbitki — gdy istnieja ciagi: zbioréw domknietych {F,}
iliczb {nn}, mn > 0, takich ze dla kazdych x € F,, i ¢ > 0 istnieje 6 > 0, takie ze
gdy hhy > 0, |h+ h1] < §, 7= < e, to W > 1y, (w liczniku | - | oznacza
miare Lebesgue’a); tu przedmal (x 4+ h,z + h+ hq) jest zapisany bez zwyklej umowy,
ze pierwsza liczba oznacza lewy koniec; tak jest gdy h > 0, gdy h < 0 odwrotnie, ale
aby nie robi¢ wyjatkéw w calej pracy sie tej umowy nie stosuje). Nie zaloze sig, czy
tak, czy co$ réwnowaznego, czy moze calkiem zle — chce tylko zaznaczy¢ zlozonosé

warunku; E' € My, gdy E € M3 i dla kazdego n, n, > 0, E € M3, gdy kazdy z €
|(xz— hw+h)ﬂE| — 1

jest jego punktem gestoéci. To za$ znaczy, ze hm T
-0t
Funkcje f zaliczam do klasy My, gdy dla kazdego a € R zbiory {z : f(z) > a}
i{zx : f(zr) < a} naleza do My. Przeciwnie niz dla zbioréw, udowadniam, ze

Mo = My = J (a przypomnijmy, ze kl. J to jest I kl. Baire’a z war. Darboux),
a wiec klasa Mg jest zbedna. Oczywiscie My D Mgy i dla k > 1 jest to czes$é
wlasciwa, przeciwnie niz dla k& = 0. Ot6z udowodnitlem tam, ze klasa M, doklad-
nie charakteryzuje zbiory {f’(xz) > a} (ewent. < a) dla pochodnej ograniczonej, dla
{f’(z) > a} ma to miejsce nawet tylko przy f’ ograniczonych z géry — jest to jedno
z dwoch najtrudniejszych twierdzen tej pracy. Koniecznosé jeszcze znosna, ale wy-
starczalnosé, tadne kilka stron bez ,,wody”, bo wode mozna dawaé na wykladzie czy
w nieudanym bo przewodnionym skrypcie (dla zaoczniakéw, a wyobrazatem sobie, ze
przygotowanie zaoczniakdéw jest niemal zerowe — no to wilaénie nie nalezy dawacé za
duzo wody, bo nieszcze$nicy beda wkuwaé na pamieé i sie zagubia); naprawde dobrzy
dydaktycy daja troche wody nawet w podrecznikach dla normalnych studiéw, np.
Mostowski, ale musi jej by¢ jak najmniej — ale prace drukowane pisalem bez wody.
No, nawet dowdd na jedna strone bywa trudny (a na 10 stron moze by¢ latwiejszy).
Gléwny pomyst jest taki jak (w nieznanej mi blizej) w pracy Carlesona o hipotezie
Yuzina, choé pisalem ja duzo lat wcze$niej, nie wiem, czy on ja czytal, zreszta nie
opatentowalem tego pomyshtu, bo to proste i moze i przede mna kto$ stosowal. Jest
to analogia do podzialéw np. majatku rolnego w kolejnych sprawach spadkowych, dla
uproszczenia zawsze na polowy, ale z zachowaniem dwéch warunkéw: 1) nie wolno
dzieli¢ obszaréw < 4 hektaréw, 2) nie wolno dzielié¢, gdyby dochodowo$é, np. jakosé
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gruntu cho¢ jednej potéwki po podziale spadta ponizej wyznaczonej z gory liczby sta-
tej dla wszystkich podziatéw. Wtedy po skonczonej ilosci podzialéw obszar rozpadnie
sie na czeéci na ogo6l nieréwne polowo, takie ze zadnej dzieli¢ dalej nie wolno. U mnie te
zasade podziatu stanowi utrzymanie sredniej gestosci danego zbioru powyzej pewnej
liczby, u Carlesona co$ bardziej ztozonego, ale obaj dzielimy odcinki punktem $rod-
kowym na polowy. Mozna oczywiscie zamiast dwéch rozpatrywaé i wiecej zakazdw
dzielenia, ale w tych pracach nie bylo to potrzebne. PéZniej wynikaja u mnie dwa
oszacowania — jedno dla tych odcinkéw, gdzie drugi zakaz nie dziatal (maksymalna
ilo$¢ podzialéw, odcinki mozliwie najkrétsze) i drugie, dla odcinkéw, ktére wezesnie]
przestaly by¢ dzielone — kazdy z tych zbioréw moze by¢ pusty, ale nie oba. Co wynika
u Carlesona — nie wiem, bo nie chce czytaé, aby nie utrudniaé sobie pracy i bez tego
wystarczajaco trudnej. Zadne ,prawo” nie zmusza mnie do jej robienia, ale chce ja
robié, zreszta od czerwca 1981 do pazdziernika 1984 robilem co$ innego i to trud-
niejszego (chyba, bo starsze i nierozwiazane dotad, choé¢ to nie $wiadezy o wigksze]
trudnosci). Od pazdziernika 1984 do lutego 1986 znowu szeregi trygonometryczne,
a od lutego 1986 tamto drugie — na zmiany.

Co dalej jest w tej pracy? Twierdzenia, ze f’ skoficzona € Mg, nieskoficzona w pew-
nych punktach € My, ale i dla niej zbiory {a < f'(z) < b} dla @ i b zaréwno skonczo-
nych, jak i niesk. sa M3. A wiec wszystkie warunki mocniejsze niz wczesniej znany
M4, ale to nie sg jednak charakteryzacje, tylko warunki konieczne.

A coz Ms? Jest to charakteryzacja klasy A — funkcji aproksymatywnie ciagtych, zob. punkt 6
ktore jak widacé sa I kl. Baire’a, oczywiscie nie na odwrét. To dotaczone dla kompletu, Dot
bo bylo znane — Maksimow chyba w 1936 w japonskim czasopismie Tohoku Math.

Journal. A czy pochodna ograniczona € My? Jak widaé¢ nie musi. Czy na odwrédt,

funkcja € M5 = A musi byé pochodna? Jedli jest ograniczona, tak, jesli nieograni-

czona nie musi. Ponadto, przyktad wzorowany na wspomnianym Lebesgue’a z sin%

(dotyczyl klasy J, najszerszej) swiadczy, ze przynalezno$é funkeji ograniczonej do kla-

sy My nie gwarantuje, ze jest ona pochodna. Czyli My nie stanowi charakteryzacji

pochodnych ograniczonych, choé My stanowi charakteryzacje zbioréw { f'(z) > a} dla

nich. Z tego wynika, ze warstwami, dystrybuanta, czyli funkcjami a — {g(x) > a} kla-

sa pochodnych ograniczonych scharakteryzowaé sie nie da, wiem od prof. Lipinskiego,

ze jaki§ Amerykanin napisal, ze w tej pracy stawiono problem takiej ich charaktery-

zacji. Nic podobnego, pytanie o klase ,,M4%” dotyczy jakiej$ innej (nie wiem jakiej)

charakteryzacji, ze nie dystrybuanta, jest tam wyraZnie napisane. No bo (poprzestajac

na funkcjach ograniczonych) ich przynalezno$é do My wystarcza, aby byly pochodny-

mi, ale nie jest konieczna — jest to warunek za mocny. Za$ przynaleznosé¢ do My jest

konieczna, ale nie wystarcza — warunek za staby (i tu z ogr. M4 D kl. pochod. ogr.

D Ms z ogr. oba zawierania wlasciwe). Neugebauer, Amerykanin, scharakteryzowal wspomniane tu

wprawdzie pochodne (nie wiem, czy tylko ograniczone), ale jest to warunek niewiele Newgehanera

rézniacy sie od definicji pochodnej, czyli od warunku banalnego wspomnianego tu na ce pechodne

poczatku. Widziatem, ale nie pamigtam, co$ wigcej o tym wie Lipifiski (Uniw. Gdan- éz%?d;m i
wiele wigeej na

ski). Ma by¢ kl. pochod. ogr = M4% ogr. (bo funkcja € My ograniczona by¢ nie ten temat
znalez¢é mozna

musi, do My tez nie musi). Zbioréw M, 1 oczywiscie nie potrzeba. pew
monografiac

Jest to najbardziej wyczerpujaca odpowiedZ na Pana pytanie, jaka moge dac. Zresz- (14] oraz [25).

obacz réwniez

ta od ponad 30 lat nie zajmuje sie ta problematyka i w ogéle funkcjami rzeczywistymi. punke 6
informacji

Zajmuje sie szeregami trygonometrycznymi, a wlasciwie jednym problemem w nich uzupetniajace;.
— zbiezno$cig i to prawie wszedzie w zbiorze, zbieznoscia w punkcie, mimo ze zna-
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ne warunki sa za mocne (wystarczajace, ale nie konieczne), zajmowaé sie nie warto,
ona ,ma miejsce, gdy ma miejsce”, przeciez zbyt zlozone warunki niewiele sa warte.
A czasem zajmuje sie czym$ innym dla odpoczynku, czy odmiany, a moze i dlatego,

ze

ten kot co jednej dziury pilnowal, to zdecht.

7 powazaniem, Z.Z.

Kilka informacji uzupelniajacych (R.W.)

1.

List profesora Zahorskiego znakomicie komponuje sie z [61] (Zeszyt Naukowy po-
wstal z okazji 70. rocznicy urodzin Profesora; zawiera m.in. biografie — ktéra za-
mieszczamy wraz z tlumaczeniem na jezyk angielski takze w niniejszej monogra-
fii — oraz spis artykuléw Profesora; autorami prezentowanych tam prac jest zacne,
miedzynarodowe grono byltych studentéw, kolegéw oraz kontynuatoréw idei Pro-
fesora; zdecydowanie cenna pozycja naukowa zastugujaca na rozglos); stanowi tez
autorskie spojrzenie na zagadnienia: klas Zahorskiego, twierdzenie Carlesona etc.
Ponadto, list ten uzupelnia poglady na podane kwestie innego polskiego autory-
tetu z dziedziny funkcji rzeczywistych — prof. Jana S. Lipinskiego, zamieszczone
w [61] w jego artykule przegladowym.

. W roku 2007 obchodzono uroczyscie trzysetna rocznice urodzin L. Eulera. Stwo-

rzylo to nowa okazje do studiowania jego dziel. W zwiazku z tym i nie tylko ,w tym
zwiazku” zdecydowanie lepiej rozumiemy dzi§ metody dowodzenia tego genialne-
go matematyka. Ten zdawaloby sie daleki od wspdlczesnego formalizmu twoérca
(pisze o tym prof. Zahorski) w wielu momentach swojej twérczosci przeklada sie
na jezyk zupelnie dzi§ poprawny, czy to czysto formalny czy tez z uzyciem granic
(dobrym przykladem tego zjawiska moga tu by¢ prace [1, 2, 6, 36, 37]).

. Twierdzenie Banacha, wspomniane na marginesie strony 68, brzmi nastepujaco:

Zbior tych f € C[0,1], dla ktérych w kazdym punkcie x € [0,1) mamy
D, f(x) = —o00 lub D%f(x) =00

i réwnoczesnie w kazdym punkcie x € (0,1] mamy
D_f(z)=—-00 b D™ f(z)=00

jest rezydualny.

Wiloski matematyk Pier Mario Gandini, w pracy [24], uogélnil to twierdzenie na
przestrzenie C([0,1]™), dodatkowo, rozszerzajac odpowiedni zbiér rezydualny do
dopelnienia pewnego zbioru o-porowatego.

. Istnieje przynajmniej jeszcze jeden powdd, dla ktérego warto wspomnie¢ o Ger-

hardzie Kowalewskim. Ot6z, jest on autorem nastepujacego twierdzenia o wartosci
$redniej dla ukladu réwnan utworzonego z n catek.
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Twierdzenie ([34]). Niech z1,...,z, € Crla,b]. Istniejq liczby t1,...,t, € [a,b]
oraz nieujemne liczby rzeczywiste A1, ..., \, takie, Ze:

i)\k:b—a
k=1

oraz
b

/xr(t)dt = Z)\er(tk), r=1,...,n.
k=1

a

W pracy [35] Kowalewski uogélnit to twierdzenie zastepujac miare liniowa d¢ miara
wagowa F(t)dt, gdzie F € Cla, b], F jest stalego znaku na (a,b) oraz

n b
e = | F(t)dt
yr=f

Dopiero w 2008 roku, Slobodanka Jankovié¢ i Milan Merkle w pracy [31] rozszerzyli
to twierdzenie na dowolne przedzialy I C R wprowadzajac w miejsce miary F'(¢)dt
dowolng skoniczong dodatnig miare pu okreslona na o-ciele borelowskim przedziatu
I (odpowiednio funkcje z naleza wéwczas do zbioru Cr(I)NL,(I), k=1,...,n).
Ponadto, jak zauwazaja ci autorzy, z wyjatkiem dwoch cytowan, wyniki Kowalew-
skiego pozostawaly zupelnie nieznane — jakze niestusznie. Powyzsze wyniki wraz
z dowodami przedstawiono réwniez w ksiazce [30].

5. Historia twierdzen o jednoznacznosci dla szeregéw trygonometrycznych (wlicza-
jac w to réwniez wielokrotne szeregi trygonometryczne) trwa nadal (zob. prace
[3, 4, 5, 55, 59]). Warto tu wspomnieé jeszcze na nieco mlodszy w stosunku do
twierdzenia Cantora, wynik Du Bois Reymonda [13] z 1876 roku, cytowany i do-
wodzony zaréwno w [59], jak i w [9]:

Twierdzenie A. Jesli szereg trygonometryczny

o0
?0 Z: an cos(nz) + by, sin(nz))
jest zbiezny wszedzie do sumy skoriczonej f(x), calkowalnej na [0,27], to jest on
szeregiem Fouriera funkcji f(x).

Zwr6éémy uwage (za Ning Bari [9]), ze oryginalnie, Du Bois Reymond, odnosit ten
wynik do catkowalnosci w sensie Riemanna (jego wynik pozostawal w mocy takze
w przypadku, gdy zaniedbamy zbieznos¢ szeregu trygonometrycznego na pewnym
zbiorze przeliczalnym). Stosowne rozszerzenie twierdzenia A na funkcje catkowalne
w sensie Lebesgue’a zawdzieczamy samemu Lebesgue’owi (ale twierdzenie A nadal
nosi nazwe twierdzenia Du Bois Reymonda). Jest oczywiste, ze twierdzenie A
implikuje dyskutowany tu wynik Cantora z 1870 roku.

Na zakoniczenie wspomnijmy jeszcze, ze podobne twierdzenia o jednoznacznodci dla
szeregow Haara i Walsha dyskutowali i rozstrzygneli m.in. Rosjanie W.A. Skwor-
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cow (zob. [50, 51, 52]) oraz M.G. Plotnikow (zob. [42, 43, 44]). Temat jednoznacz-
nosci wielokrotnych szeregéw trygonometrycznych dyskutowany jest tez w roz-
dziale trzecim monografii V.L. Shapiro [49].

. W klasie funkcji ograniczonych f: (0,1) — R charakteryzacji pochodnych dokonat,

wspomniany w koficéwee listu profesora, I. Maximoff (zob. [40, 41]):

Twierdzenie B. Funkcja ograniczona f: (0,1) — R jest réwnowazna w sensie
Lebesgue’a pochodnej wtedy i tylko wtedy, gdy f jest I klasy Baire’a i réwnoczesnie
spetnia warunek Darboux.

Twierdzenie to wraz z piecknym dowodem bazujacym na koncepcji Davida Preissa
znalezé mozna w rozdziale czwartym monografii [25]. Nomen omen dowdd ten
wykorzystuje efektywnie, napomkniete w lidcie profesora twierdzenie Neugebauera
charakteryzujace pochodne (ograniczone). Autorzy monografii [25] kwestionuja tez
poprawnosé oryginalnego, tj. podanego przez I. Maximoffa dowodu twierdzenia B
(jesli jest to prawda, to autorem pierwszego poprawnego dowodu tego twierdzenia
bytby wspomniany juz D. Preiss).

Ponadto, jak wykazano w [25] za Goffmanem i Neugebauerem charakteryzacja
z twierdzenia B zachodzi tez w obrebie klasy funkcji ograniczonych f: (0,1) — R,
rownowaznych w sensie Lebesgue’a pochodnej aproksymatywnej.

Wiecej przekrojowych informacji poswieconych charakteryzacjom pochodnych
znalez¢ mozna w pracach [15, 23] oraz [19]. Zwlaszcza w tej ostatniej znalezé
mozna nastepujacy ciekawy wynik Krzysztofa Chrisa Ciesielskiego [19, 53]:

Twierdzenie C. Zadna z nastepujgcych klas funkcyjnych nie jest topologizowalna:
klasa A wszystkich pochodnych klasy Zahorskiego My, k = 1,...,5, klasa wszystkich
funkcji spelniajgcych warunek Darbouz, klasa wszystkich funkcji mierzalnych oraz
klasa wszystkich funkcji majgcych wlasnosé Baire’a.
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